Cours et exercices d'applications et de réflexions sur Structures algébriques 


PROF : ATMANI NAJIB 


2ème BAC Sciences maths 


Structures algébriques(partie2) 


Groupe anneau corps 


1) Groupes . 
1) Définition :Soit G un ensemble non vide muni 
d'une loi de composition intere (notée +) 

(G, +) estun groupe si et seulement si 

1) + est associative, 

2)+ possède un élément neutre dans G 

8) tout élément de G possède un symétrique pour + 
dans G. 

Si de plus, + est commutative, le groupe (G, +) est 
dit commutati ou abélien. 

2) Exemples 


DZ) : (Gr): (Bi 


(R':x) :(C':x) sont des groupes commutatifs 


+(Cix)n'est pas un groupe car 0 n'a pas 
d'inverse dans € (pour x). 

+(Z:x) et (N:+) ne sont pas des groupes car 2 
n'a pas de symétrique 

+ (:+)et (Vs:+) sont deux groupes commutatifs 
+ (P(E):^)n'est pas un groupe car une partie 

A+ E n'admet pas de symétrique 

+ (P(E}:U)}n'est pas un groupe car une partie 


A2 n'admet pas de symétrique 


):+) : (R,[X]:+) sont des groupes 
commutatifs 
+(M,(R):+) et (M, (R):+) sont des groupes 


non commutatifs 


Provatmani nasie 


Donc on a: AxB+BxA 


* L'ensemble des translations (7:) et 
l'ensemble des rotations de même centre O 


(R;:) sont des groupes commutatifs 


L'ensemble des transformations du plan : (T:+) 
est un groupe 

Remarque : soit : (G:+) un groupe 

1) on utlusant une notation additive on dit que 


(G:+) un groupe additif 


a)(a+b)+c=b+(a+e) 


b) on note 0 l'élément neutre 
c)le symétrique de a appelé opposé de a on le 
note -a dans ce cas on pose : a+a=2a 


et a+a+...+a=na avec la convention : 


| 0a=0 
Et on vérifie alors les relations 


[ro 


suivantes : na+ma=(n+m)a et 


nx(ma)=(nxm)a=nma V(nm) 


2) on utilusant une notation multiplicative on dit 


que : (G;x) un groupe multiplicative 


a) (axb)xe=bx(axe) 


b) on note 1 l'élément neutre 


c)le symétrique de a on le note a`'(linverse) 


d) ce cas on pose :axa=a° et axax...x 
P 


avec la convention f: Et on vérifie 


i 


alors les relations suivantes 


(axb)" =a" xb" sile groupe est commutatif 


W(nm)e Z? 


(axb)" =a" xb" sile groupe est non 
commutatif 

{Dans le pratique on pourra supprimer le 
symbole x ou on le remplaçant par un point) 


Exemple :on pose 1- |-Z:7 


On muni / de la loi de composition définie par : 


x* y = artan( 1 tan x+ tan y) 


Montrer que (1;*) est un groupe commutatif 


Solution :1)soit (x: y) = 1° 


Donc x*y= y#x et par suite + est commutatif 


2)soit (xy: y)e 1 


E 


jez 


(arctan(-1+ tan x+ tan y))* z 


= arc tan(-1+ tan((aretan(-1+ tan x+ tan y))+ tan z) 


Prot ATMANI NAJIB 


=arctan(1+(-1+ tan x + tan y) + tan z)) 
= arctan(-2+ +tan x + tan y+ tan z) 


Etona 


xe(y+ 


(ar tan (-1+ tan y + tan z)) 


= ar tan (1+ tan x+ tan((arc tan(—1+ tan y + tan z)))| 
= arc tan(-1+ tan x + (-1+ tan y+ tan z)) 


= are tan(-2+ +tan x + tan y+ tan z) 


Donc : (x+ y) 


ce(s 


par suite + est associative 
3) vez ona: 


: 
ren( tan Z} arcum (iruna 
| a FA ) 


re tan (tan x 


Et puisque + est commutatif on a aussi : Z+. 


Et puisque 


alors : + possède un élément neutre e 


4) soit :xe 1 on cherche x'e1 tel que 


tanx = 2-tan x 


arctan(2-tan x) € 7 


Donc : tout élément de 1 possède un symétrique 
pour + dans 1 


Finalement :(1;+) est un groupe commutatif 


Exercice 1: on muni? d'une loi de composition 


inteme T définit par : 


Tv )e(erroe tye") : v(xy)eR'et 
V(xiy)eR? 
Monter que (k:T) groupe non commutative 


Solution:a)saient (x; y) : (x':y') et (a"; y") des 
éléments de K 


(ETE Ty (rtre ye Tla) 


CyT (riye yte 


sar aan(ye ayee ye) 


=(x+x +a"; y'el da 


+y'e 
Donc : 
(TT 


donc : T est associative 


TC Te") 


b) l'élément neutre deT ? 


(exe,) l'élément neutre deT ssi v(x: y)e R° 


G)T(ase,)=(xy)et (ase,)T(xx)=(x) 

(&y)T (eie )=(xy)e(x+eiye" +ee")=(xy) 

Sfr e=0 aa 
ieas \k-0 


Etona: (0:0)T(xy 
Donc : (0:0) est l'élément neutre de T 


c) le symétrique d'un élément dans T ? 


soient (x: y) e R? montrons l'existence de 


(#3) e R'tel que : (x »)T(x':»| 


(0:0) et 
Le) >)=(00) 


GT 


Prot ATMANI NAJIB 


0:0) (x+; ye” + y'e*)= (0:0) 


On a aussi : (-x-y)T(x: y) = (0:0) 

Donc : (-x:-y)est le symétrique de élément 
(x»)dansr 

Donc : (RT) estun groupe 


Et puisque : (1:1)T(1:0)=(2e)et (1:0)T(H: 


Alors : (k1)T(:0)#(Ł0)T(11) 


donc : T n'est pas commutative 
3) propriété des groupes 


Théorème :soit (G:+) est un groupe 
1) élément neutre dans G est unique 


2) tout élément de G possède un symétrique 
unique dans G. 


Si x est le symétrique de x et y'est le symétrique 
de y alors le symétrique de x+ yest »'+x 


Cad : (x+y) = y's 


3) tout élément de G est regulier cad 


VaeG et Y(x:y)e 


asx=a*y=x=y et x*a= 


*a>x=y 


Preuve :1) et 2) voir la leçon précédente 


3)soient : aeG et (x y)e: 
x+a=ysa=>(x+a)sa' =(y*a)*a" 

Avec a' est le symétrique de a 

= xs(a+a')= y*(a*a')Car +est associative 

= x*e= y*e Car + possède un élément neutre e 
= x= y De même on montre l'autre implication 


3 


Exemple :soit (G:-) un groupe noté 


multiplicativement et tel que : (a:b) 


{ab} ab? Montrer que que ce groupe est 


commutatif 


Solution :par hypothèse on a quels que soient 
les éléments (a:)e G° : abab = aabb 


Mais dans un groupe tout élément étant régulier 
on peut simplifier à gauche par a et à droite par b 
Donc : abab = aabb 
Donc ha =ab et par suite ce groupe est 
commutatif 


Proposition :si (G:+) est un groupe qui admet un 


élément neutre eet (a:b) = G*et a'est le 
symétrique de a alors :les équations 
(E):a+x=b et (E,):x*a =b admettent une 
solution unique 


“Pour (E, )la solution est *b 


«Pour (E,)la solution est : x=b+a' 
Exemple2:{étude d'un groupe fini) 


af 


{0}:x] sont deux groupes 


commutatifs 
+[ofi HE 
ojoji 313 
iJia 310 
312]3 üli 
HEH ija 
ajajo 2[3 
Tableau de : (Z4 :+)et Tableau de : (247 :x) 
GR 3 ]s 
öjöjöjöjö|o 
T[o[i[2[3]3 
2/0[2[4[1]3 
3/03/1317 
3/0/4/3/21/1 
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Exemple3 :(étude d'un groupe fini) 
(ABC) un triangle équilatéral 


(A, )la médiatrice du segment [8c] 
(A) la médiatrice du segment [A4] 
(A, )la médiatrice du segment [Ac] 
Soit £ l'ensemble des transformations 


suivantes : € = {ni 


n la rotation de centre O et d'angle © : (0:0) 


n la rotation de centre O et d'angle 2z 


r, la rotation de centre O et d'angle z j 


s, la symétrie axial d'axe : (A,) 
s, la symétrie axial d'axe : (A,) 
s, la symétrie axial d'axe : (A) 


Donc : on utilisant la loi de composition des 
transformation + on trouve le tableau suivant : 


Remarque : si (G:+) est un groupe fini alors 


chaque élément de G se trouve sur le tableau 
une fois dans chaque ligne et dans chaque 
colonne 


Exercice 2: soit (G:-) un groupe noté 


multiplicativement et e l'élément neutre de G 


1) Montrer que si: V(a:b)e (abf =a 5 


alors le groupe G est commutatif 


2)Montrer que si: VxeG : x? =e alors le 
groupe Gest commutatif 


Solution : 1) soit (a:b) € G* 


par hypothèse on a: (a) = 


donc : abab=aabh puisque G un groupe 
tout élément de G est regulier 

Donc: ba=ab 

Par suite ce groupe est commutatif 


2) soient les éléments (x: y) e 


par hypothèse on a: xx 
on multipliant à gauche par x et à droite par y 
Donc : xoay = ey = à pay = xey > eyte = ay 


=x 


y Par suite ce groupe est commutatif 


3) Sous-groupes 
Définition : Soient (G, +) un groupe et H une 
partie stable pour (G, +) 

H est un sous-groupe de (G, 
(H, +) est un groupe 
Remarque :si e est l'élément neutre de G 

{e} et G sont des sous-groupes de (G, +) appelés 
sous-groupes triviaux du groupe (G, +). Les 
autres sous-groupes, s'il en existe, sont appelés 
sous-groupes propres de (G, +). 

Exemples : 


“(2i+) : (Œ+); (F 


i, +) si et seulement si 


+) sont des sous-groupes 


Jest un sous-groupe de (R 


R,[X]:+)est un sous-groupe de (F 
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(U':x) est un sous-groupe de (C':x) 
(U:+)est un sous-groupe de (C:+) 


+(N:+)n'est pas un sous-groupe de (Z:+) 


Exemple:{on considére l'ensemble des matrices 


A 
Monter que E n'est pas un sous-groupe 


de (M,(R);+) 


Solution : soit M, €E et M, € E 


a 
suivante :E = {as -£ o)ra 
(ieo 


o) 


donc: E n'est une partie stable de (M, 


donc: E n'est pas un sous-groupe e (M, (R):+) 


Théorème :(caractérisations d'un sous-groupe). 
Soient (G, +) un groupe et H une partie de G. 
1)H est un sous-groupe de (G, +) 


2)H est un sous-groupe de (G, +) 
[422 

sj š (u) 
VE en 

Démonstration : 


+ Supposons que H soit un sous-groupe de 
(G, +), alors la propriété (2) de (I) est vérifie 
Notons en l'élément neutre de H. 
On a ex » e = en car e est élément neutre de G 
et d'autre part, eu = en» en car eu est élément 
neutre de H. Par suite, eH + € = eH » ex 
Maintenant, dans le groupe (G, +), tout élément 
5 


est métrisable et en particulier, tout élément est 
regulier. Après simplification par ex, on obtient e 
= en. Ceci montre en particulier 

queeeh 

Soit x un élément de H. Notons x son 
symétrique pour » dans H. 

On a x'H » x + x= e + x'= x'(puisque eH = e) et 
d'autre part,xh + x » x'= X'h» 8 = xh. 

Donc, le symétrique x'4 de x dans H est son 
symétrique x' dans G. Ceci montre en particulier 
que x' est dans H. 

On a montré que si H est un sous-groupe 

de (G, +) alors (I) est vérifié. 

+ Montrons que : (I) = H sous-groupe de (G, +). 
Supposons (I) 

H est une partie non vide de G d'après (1). La 
restriction de » à H?est une loi inteme dans H 
d'après (2). + est associative dans G 

et donc la loi induite est associative dans H 
L'élément neutre e de (G, ») vérifie 

VXEH,x+ e = e » x = x et donc e est élément 
neutre de H pour la loi induite. 

Enfin, si x est un élément quelconque de H, le 
symétrique x' de x dans G est dans H et vérifie 
xx xx = € où e est maintenant élément 
neutre de H. x' est donc le symétrique de x dans 
H et on a montré que tout élément de H admet 
un symétrique dans H. 

De tout ceci, on en déduit bien que H est un 
sous-groupe de (G, +) 

Donc que (H sous-groupe) = (I) 

* Il est clair que (1) = (II). II reste à montrer que 
(1) = (D. On suppose donc que H vérifie (II) 
Soit x un élément de H. Puisque e et x sont dans 
H alors: H+Øet e » x= x’ est dans H d'après (2) 
Ainsi, Yx € H, x € H. 

Soient enfin, x et y deux éléments de H. 

D'après ce qui précède, y'est encore dans H 
Donc x » (y'= x + y est dans H. 

On a montré que (Il) = (1) 

Finalement que (I) = (ll 
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Remarque : soit : (G:+) un groupe 
1) on utilusant une notation additive on a 
H est un sous-groupe de(G:+) 
fo +Ø 
> 
[(B)Y(xy)EH:x-yeH 
2) on utilusant une notation multiplicative 
on a : H est un sous-groupe de(G:x) 
[uses 
< : 
1) EH 


eH 


Exemple1 : soit 1 l'ensemble des nombres 
entiers relatifs pairs 


montrer que (1:+) est un sous-groupe de( Z:+) 
Solut 
(1)14Ø car 0=2x0e7 


niona: 


a 


Eve Pix-yer ? 


Soient: xe] et yeI donc : x=2xp et x=2xq 


2xp 


2xp=2x(p-p)=2xke1 


Donc : (1:+) est un sous-groupe de(2:+) d'après 
La propriété caractéristique d'un sous-groupe 


(FT /metnez} 


Exemple2 : montrer que : H 
est un sous-groupe de(R':x) 


Soluti 


iona: H 


car V(n.m)e7 


(445 car leH 


GV(xy)eHixxy ten ? 
Soient: xe H et yeH donc 


a(n,m)e2*;x=3"7 


Et 3(p.g)e Ziy = 3T 


Te a(ae) TaT" 


mes tee a(s7e) =T 


Avec: (e.f)eZ* donc : 
(2)Y(x.y)e Hiaxy ten 


Donc : (H:x) est un sous-groupe de(R':x) 


D'après la propriété caractéristique d'un sous- 
groupe 

Exemple3 : Si E est un ensemble, l'intersection 
dans P(E) est interne, commutative, associative 
et possède un élément neutre, à savoir E. 

Soit alors F une partie stricte de E. P(F) est une 
partie non vide de P(E), stable pour l'intersection 
(l'intersection de deux parties de F reste une 
partie de F). L'intersection possède un élément 
neutre dans P(F), à savoir F. Cet élément neutre 
est distinct de l'élément neutre de (P(E), N). Une 
conséquence est que (P(E), N) n'est pas un 
groupe. 

Exemple4 : U={:eC/4=1} 


Montrer que (U;x) est un sous-groupe de (C':x) 


Solution : 
1) Un nombre complexe de module 1 est non nul 


et done U cC 


Et 1 a pour module 1 et donc 1 € U. 


Exercice 3: on considére l'ensemble des 
matrices suivante : 


(sr eJen) 


R he 0) 
Solution : t)on a M, | 


0 mej 


Prot ATMANI NAJIB 


Donc: 1, €E donc: E+Ø 


2) soit M, €E et M, €E 


M,-M, €E? 


[ina-mb 0 5 


Et puisque a cR” et be R" alors a/beR 


Donc: M,-M, =M, cE 


Donc : E estun sous-groupe de (M, (R):+) 


Exercice 4 :soit (G:-) un groupe noté 
multiplicativement et soit a eG 


On pose : C,={xeG/a 


a} 


(centralisateur de a) 


Et: Z(G)={xeG/Yye G: xy = yx} 
(centre de G) 


Montrer que C, et Z(G)sont des sous-groupes 
de (G:) 

Solution : 1) Montrons que C, estun sous- 
groupe de (G:-) ? 


Soit e l'élément neutre du groupe (G:) 


a) on a : ae = ea =a donc ee C, donc: C, +Ø 
bjsoient les éléments (x: y) = C,? 


montrons que : xy” €C, cad montrons que 


als )=(o")a 2? 


ax= xa(1) 


On a (x: y)eC,? donc pe 


(2)=(ay)'-(1a)" e y'a” 


= y'a” = a'y" et ax=xa(1) 
= aya" = xaa y" = axy ‘a R 
= axy a" = xy” = axy aa = xy'a 


S ayez as ay =xy "adone ay" €C, 


Donc : C, estun sous-groupe de (G;-) 

2) Montrons que Z(G) estun sous-groupe 
de (G:-) ? 

a)ona: YyeG:ey=ye donc ee Z(G) 

donc : Z(G)+Ø 

b)soient les éléments (a;b) € Z(G} 

montrons que : ab * e Z(G) cad montrons que 
(ab')y= y(ab") vyeG?? 


Ona (ab)ez(G} donc: |7 55 


De la même façon que précédemment on trouve 


(ab*)y=y(ab*) vyeG donc ab'ez(G) 


Donc : Z(G) estun sous-groupe de (G:-) 


Théorème : Si H et K sont des sous-groupes de 
(G, +), HA K est un sous-groupe de (G, +). Ainsi, 
une intersection de sous-groupes est un sous- 
groupe. 

Démonstration. (On utilise la caractérisation (Il) 
ci-dessus). Soient H et K deux sous-groupes. 
D'après ce qui précède, H etK contiennent 
l'élément neutre e de G et donc e € H N K. 
D'autre part, bien sûr H N K c G. 

Soient alors x et y deux éléments de H N K. 
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Ge y) € (HN KÊ ((x, y) € H? 

ex y) EK) > (xeYEHetx+ y €K) 

>x y EHNK. 

Ceci montre que H N K est un sous-groupe de 
G9) 

Théorème : soit f un homomorphisme du groupe 
(G, +)Dans un groupe(F ; T) 

L'image du groupe (G, ») par 'homomorphisme f 
C'est le groupe(f(G) ; T) 

Démonstration : on a déjà montré que f(G) 

Est une partie stable (F ; T) et donc 

(G, +) donc 

* est associative dans : (f(G) , T) soit e l'élément 


+ est associative dans 


neutre de (G, +) donc : f (e)est l'élément neutre 


de (H(G) , T) et si x' est le symétrique de x dans 
(G; +) alors f(x‘) est le symétrique de f (x) 
Dans (#(G) ; T) 

Donc : (f(G) ; T) est un groupe 

Remarque 

Si f un homomorphisme surjecti alors {(G) =F 


Dans ce cas L'image du groupe (G, +) par 
l'homomorphisme f c'est le groupe (F ; T) 


1)Exemples : 
Les applications suivantes : 
a (Ro) (Re) Fe 
xoh ror 
RC) (C) nR 
zez gere 


Sont des homomorphismes de groupes 
Exercice 5 :On munit R de la loi de composition 
interne définie par : 


APT ET: vx y) € R° 


1)soit l'application 


f:R ->R définie par: f (x)= 


Montrer que f est un isomorphisme de (R: 


vers (R:+) 


2) En déduire la structure de (R:*) 


Solution :1) a) / est une fonction continue et 


dérivable sur R et f'(x) 


Donc f est strictement croissante sur R 


Par suite f est une fonction bijectif de R 


Dans f(R) 


b) soient x: y ER 


FIONA f ONE 


Etona 


fo) 


Finalement : f (x+ »)= f (x)* f (») 
Donc : f est un homorphisme bijectif de (R: 


vers 


)donc un isomorphisme 
2)puisque : f est un isomorphisme de (R:+)vers 
(R:*) et (R:+) est un groupe commutatit 


Alors : (R:+) est un groupe commutatif 
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11) Anneaux 
1)Distributivité d'une 
Définition : Soient E un ensemble non vide 

* et T deux lois de composition internes sur E. 
T est distributive sur + > W(x, y, z) € E* 
XT(y+2)= (x Ty)+ (xT2) 

Et (y+ 2) Tx= (yT x)» (2Tx) 

Remarque : Si on sait que T est commutative, 
une et une seule des deux égalités ci-dessus 
suffit. 

Exemples :1) Dans C, la multiplication est 
distributive sur l'addition 


Vrsjec": 


ur une autre 


xx(y+z)=xxy+xxz 


2)Dans P(E), l'intersection est distributive sur la 
réunion et la réunion est distributive sur 


l'intersection : V(A:B:C)e P(E) 


ang 


nB}u(ANC) etaU(BAC)=-(AUB)n(AUC) 


3)Dans (F (R:R):-)- est distributive à droite 

sur +, mais pas à gauche ((g+h)-f= g-f+h-f, mais 

en général, f-(g#h) 6= fg#rh. 

1) dans M,(R)et M,(R) la multiplication est 

distributive sur l'addition mais l'addition 
V(AB:C)eM,(R) 
Ax(B+C)=(AxB)+(AxC) 
(A+B)xC=(AxC)+(BxC) 


4) dans N ; Z ; Q :R ;C l'addition n'est pas 


distributive sur la multiplication 
14(5x3) + (1+5)x(1+3) 


5)on muni N de la loi 
5)on muniN d'une loi de composition inteme « 


définit par : a#b=a" si a+0 et a+0; 


Et a+0=1 
Etudions la distributivité de la loi + par rapporta la 
multiplication ?? 


ajas(bx 


(asb)x(ase 


as(bxc)+(a+b)x(a+e) donc la loi + n'est pas 
distributive a gauche sur la multiplication 


b(bxc)*a(be)" 


(bea)x(cea)=b"xe 


Donc :(bxe)+a=(b+a)x(c*a) donc la loi + est 


distributive à droite sur la multiplication 
Finalement : la loi » n'est pas distributive sur la 
multiplication 

2) Anneaux 

Définition : Soit A un ensemble non vide ayant 
au moins deux éléments muni de deux lois de 
composition interne (notées + et T). 

(A, +, T) est un anneau = 

1) (A, +) est un groupe commutatif 

2) T est associative 

3) T est distributive sur « 

L'anneau est commutatif si et seulement si T est 
commutative si de plus T admet un élément 
neutre on dira qu'il est unitaire 

Notation additif et multiplicatit : 

On note en général la première loi + et la 
deuxième loi x 

On aura alors l'anneau (A, +, x) 

On note 0 l'élément neutre pour la loi + et on 
l'appelle l'élément nul de l'anneau A 

Si la loi x admet un élément neutre on le notet 
et on l'appelle l'élément unitaire de l'anneau A 


Donc les conditions (axiomes)pour un anneau 
A, +, x)deviennent : 


1) vs x+(y+z)=(x+y)+z 
2) (x) xr+y=y+x 
8) DEA VreA: x+02x 
4) VxeA 3-xeA: x+(-r 
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xxz+yxz 
3)Exemples anneaux : 
1) 


Sont des anneaux commutatifs unitaires 
(1 l'élement unitaire) 


tx) à (Qx); (Rix); (Cix) 


2) (N:+;x) n'est pas un anneau (car (I, +) n'est 


pas un groupe) 
3)L'anneau des polyn^omes de degré inferieur a n 


(R, [X]:+:x) Est un anneau commutatif unitaire 


4) (M; (R):+x) ; (M, (R):+:x) Sont des anneaux 
non commutatifs mais unitaires 
(ls matrice unitaires sont resp: 
100) 
(1 0) 
{0 jen- 0o10) 
ooi 


5) (F( 


+2) n'est pas un anneau car la loi 
n'est distributive sur l'addition 
En effet: f 


x etgil ethix> 


On montre que 
[helf +e)(a)# (he 7)()+(nee)(s) 


6) (F( 


):+;x) est unanneau commutati unitaire 
(U :x > 1'élement unitaire) 

7) (P(E);A;n) est unanneau commutatif unitaire 
(E l'élement unitaire) 

8) (P(E);A:U) n'est pas un anneau car la loi u 


n'est distributive sur A 

4)Calculs dans un anneau 

Théorème : Soit (A, +, +) un anneau. On note a 
l'élément neutre de À pour +. 


VX € À, x + Da = Oa » x = Da (l'élément neutre 
pour l'addition est toujours absorbant pour la 
multiplication). 

Démonstration : 

Soit x € A. Oa + x = (Oa + DA) + x = Da + x + OA + x 
car + est distributive sur +. Maintenant, (A, +) est 
un groupe et dans un groupe, tout élément est 
régulier. 

Donc, Oa» x + OA » x = Da » x = Oa » X + Oa 


entraîne Oa» x = Oa. de même, x + Oa = 


Théorème : Soit (A, +, +) un anneau. 

vía, b) € A? 

(a) + b =a» (-b) = -(a + b) 
Démonstration : Soit (a, b) € A? 

a+ b+ (-a)+ b (>a)) + b = Oa + b = O4 
et donc (-a) + b = -a + b. 


De même, a + b + a » (-b) = a » (b + (-b)) 
= a + Oa = Oa et donc a » (-b) = -a + b. 
Remarques : Dans un anneau (ayant au moins 
deux éléments) on montre aisément 


que :0, +L,et que 0, n'a pas de symétrique (pour 


la 2iém loi). Si tous les autres éléments de A 
sont Inversibles, on montrera que l'ensemble des 


{04} 

Forme un groupe (pour la loi 2iém loi) 
Théorème : Soit (A, +, x) un anneau. 

On note A` l'ensemble des éléments de A qui 
sont inversibles c'est-à-dire l'ensemble des 
éléments de À symétrisables pour x 

(4°, x) est un groupe. 


éléments non nuls A° 


Démonstration : 1, est un élément de A` 
car 1, est inversible pour x, d'inverse lui-même. 


Donc: 4° +2 
* Si x et y sont deux éléments de A' 

on sait que x x y est dans A'et que : 

CESR ALES 

Donc, x induit une loi de composition interne sur 
A° que l'on note encore x. 
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x est associative dans A et donc x est 
associative dans A` 


1, e A'et pour tout x de A', 1, xX =X x 1, =x. 
Donc, x possède un élément neutre 1, dans A` 


Soit x € 4°. On sait que x' € A` et que 


Gc1)-'2 x. Donc, tout élément de A’ admet un 
symétrique pour x dans 4° 

Donc : (4', x) est un groupe 

4) Diviseurs de zéro - Anneau intègre 

4) Diviseurs de zéro 

Exemple : Considérons les deux 

matrices carrées d'ordre 2 suivantes 


ufi À (2 -A 

le of 1 2 
Aucune de ces deux matrices n'est la matrice 
nulle, et pourtant leur produit vérifie : 
o J 


rE 


On dit que les matrices M et N sont des diviseurs 
de zéro. 

Plus généralement, on a les définitions 
suivantes 


Dé! 


ition 1: Soit (A:T) un anneau et e 


lément neutre pour + 
Un élément a#e de A est appelé un diviseur de 
zéro s'il existe un autre élément b+ ede A tel 
que aTh=e et bTa=e 


D 


ition 2 : l'anneau(A:*:T) est dit intègre 


S'il ne possède pas de diviseurs de zéros 


D 


ition 3 : l'anneau (A:+:x) est intègre 


Ssi : axb=0=a=0 ou b=0 
Exemples : 


+x) est un anneau intègre : le produit de 


deux entiers relatifs est nul si et seulement si 
l'un de ces deux entiers est nul 
+ L'exemple précédent montre que 


(M,(R):+#x) n'est pas un anneau intègre. 


De même pour (m, (K):4:x) 


© (F(R:R):+;x) est unanneau commutati unitaire 


Non intègre en effet 


20 


x> 0:x20 
f ME +I 


et g:x—> 
ixo 


0x0 


Ona: f #0 et 8 #0 avec 0:x>0 


neutre de (F(R:R):+) 
On montre que : f x 8-0 
+ (Z/6Zi#x)n'est pas un anneau intègre. 


Car: 3+0et 340 mais 2x3 


3 est un diviseur de zéro et 7 aussi 


+ (Z/5Z.:#x)est un anneau intègre. 


») 


Tableau de 


xoji Fa 
ü]0/0/0/0/0 
1[o[i[2[3]3 
2/0/2[4/[1]3 
3/0/311/315 
3/0/4/3/2/1 


proposition : soit (A;*;T) un anneau unitaire 
si ae À admet un symétrique pour T alors a 
n'est pas un diviseur de zéro dans (A;*;T) 
Preuve : Soit « l'élément neutre pour + et Soit 
f l'élément neutre pour T et a’ le symétrique 


De a 
Supposons qu'il existe be A tel que 
bla=e 


aTb=e et 


aTb=e es d'T(aTb)=a'Te es (a Ta)Th=e 


e fTb=eeb=e 
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Exercice 6 : on considére l'ensemble suivant 


={a ab)e cf} 
E={a+i5/(ab)e@) 
1)Monter que (E:+) est un groupe commutatif 
2) Monter que E est une partie stable de (Qx) 


3) Monter que (E:+;x) est un anneau commutatif 
unitaire 

Solution : 1) Montrons que(£:+) est un un sous- 
groupe de (Q:+) ? 


On a EcQetona 1=1+043 donc : leE 


donc: E+ Ø 


Soit xeE et yeE montrons x- ye E? 
xeE&3(a;b)eg’/x=a+b43 
yeESI(cid)eQIx=c+d43 
a+bf3)-(c+d45)=(a-¢)+(b-4) 45 


Ona (aihic:d)e 


donc 


'} a-ceQet b-deQ 
Donc :x- y =a"+b"4}3 par suite : x- ye E 
Donc :(E;+) est un un sous-groupe de (Q+) 


donc (E:+) est un un groupe 
2) ) Montons que E est une partie stable 


de (Qx) ? 
Soit xeE et yeE montrons xxye E? 


a+b45)x(e+445)=(ac+3bd)+ (ad +be) N35 


puisque (a;b;cid)€Q* alors : ac+3bd e Qet 
ad+bceQ donc: xxye E 


E-{a+bS/(ab)eQ®} 


Donc : E est une partie stable de (Q:x) 


3) on a (Q:+:*) est un anneau commutatif 


Donc La multiplication est commutative et 
distributive par rapport à l'addition dans E 


Par suite (E:+:x) un anneau commutatif 
Et 1=1+043 donc : le E et 1 est l'élément 


neutre de la multiplication dans (Gx) 


Donc : 1 est l'élément neutre de la multiplication 
dans E 


Conclusion : (E:+:*) est un anneau commutatif 
unitaire 


Exercice 7: Soit (A:+: 


Jun anneau 


Tel que : xè =x vxeA ((A:+;x)s'appelle 


anneau 
De Boole) 


1) calculer (x+x) 


2Jen déduire que : x+ 


neutre de (A;+)) 
3)soient : xe A et ye A 

a) calculer(x+ y} en fonction de xet y 

b) en déduire que (4:+:*)est commutatif 

c) en déduire :xy(x+ y) 

4)on suppose que : x#0,et »#0, et y#x 
a) montrer que :a)x+y#0, b)x+y#y 
5)déterminer le tableau de la somme pour les 


éléments : 0, ; x; y ; x+y 


Solution 
(xta? 


(+) 


1)soit xeA on a: 


xx) ) = a+ a ++ 


BEM EX EX EN EX car x 
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Donc: (x+x) =x+x+x+x 


2ja)soient : xe A et ye A 


(+y) 
(+) 
(+) 


bjon a : (x+y 


a(àx+y)(x+y)= tayt yry 


ME VE 


x+xy+yx+y car x’ =x VxeA 


ae yet (x+y) =x+y 


donc : x+y+yr+y=x+y 


donc : xy+ »x=0, et puisque ay +29 


Alors : xy+ x = ay +ay GONG yx = xy 


Donc : (A:+;x)est commutatif 


c) déduction de :xy(x+ y) 


soient: xe À et ye À 


(a+ v)= ox 02 = +02 2 yay a + 


et puisque xy + ay =0, alors : xy(x+y)=0, 


4) on suppose que : x#0,et y #0, et y#x 


a) on suppose que x+y=0, et puisque += 


Alors : x+y=x+x cad y=x contradiction 


Donc : x+40, 


donc 


b) on suppose que x 


Contradiction donc x+y# y 


+0,= 
+ o p p EE] 
0, oa Ja | rer 
n h LU E SZ ZE) 
hs oo, |x 
mot e To 


M) corps 
1)Définition : Soit (K, +, x) un anneau. 

(K, +, x) est un corps si et seulement si tout 
élément non nul de K admet un inverse (pour x) 
dans K.et le corps est commutati si et seulement 
si» est commutative. 


Exemples :1)(Q:+;:x); (R;+x); (C;+;x} sont des 
corps commutatits. 
2)(2:+;x)Est un anneau commutatif qui n'est 


pas un corps car par exemple, le nombre 2 n'est 
Pas inversible dans Z. 


3) (M, (R):+:x) n'est pas un corps car par 


11) 
exemple Asli | n'est pas inversible 


1} 
4) (Z/6Z:+;x) n'est pas un corps car par 


exemple 3 n'est pas inversible 


2)Notation additif et multiplicatif d'un corps : 
On note en général la première loi + et la 
deuxième loi x 

On aura alors le corps (K, +, x) 

On note 0 l'élément neutre pour la loi + et on 
l'appelle l'élément nul du corps K 

l'élément neutre pour la loi x on le notet 

et on l'appelle l'élément unitaire corps K 

Donc les conditions (axiomes)pour un corps 


(K, +, x) deviennent 


1) v{ere 


x+y 


2) V(xy)e xty=y+x 
3) DeK Vrek 


4) Vrek 3-xek : 


x+02x 


x+(-x)=0 


5) v(xy 


6) aleK vxeK 


7) VxeK-{0} av" eK-{0} : 


8) V(xye)ek : 


xx(y+z)=axy+ xz et 
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(1+y)xz=rxz+yxz 


Théorème : Dans un corps, un produit de 
facteurs est nul si et seulement si l'un de ces 
facteurs est nuls 


V(xy)ek : xxy=0e x=0 où y=0 


Donc un un corps ne contient pas de diviseur de 
zéro 

Démonstration. Soit (K, +, x) : on note 0 

(resp. 1) l'élément neutre pour + (resp. *) 

Soit (a, b) € K2tel que :a x b = 0. 

Si a #0, a admet un inverse pour » noté a°* 

On peut écrire :a x 
a'xaxb= ax 0 
=1xb-0=b-0 

Exercice : soit (K, +, x) un corps finit : 


Kerr): men 


Avec : 0 (resp. e) l'élément neutre 
pour +(resp. x). 

montrer que : —e et e sont les seuls élément 
de K qui sont égaux à leurs symétriques pour la 
loi x 

2)montrer que le produit de tous les éléments de 
K est égal a -e 


3)on considérant le corps (Z/nZ:+*) avec n 


premier montrer que : (n-1)i+1=0[n] 
Solution :1) 
vre K-{0} 


errer’ xro 


Sete re 


e(x-e)(x+e)=0 


x=e ou x=e car (K, +, x) un corps 
2)puisque : ~e et e sont les seuls élément de K 
qui sont égaux à leurs symétriques pour la loi x 


a) 


Alors : K-{0}={-eea:a aa'aa) 


Donc : -exexai xa’ 


3) Z/nZ = (GT: 


nl} (un corps) 


D'après les questions précédentes on a 


TxBx.xii = À donc 
PEPEPTCEN ER 

donc : (n=1}i+1=0{n] 

Théorème jans un corps, tout élément de 


K-{0} est régulier pour la loi x 
Y(x:y)e K’ et YaeK-{0} 


ax=ay=x=y et a= ya>x= y 


suivante : 


f 


Exercice8: on considére l'ensemble des matrices 
E=}M, 


(Mu H Phenes] 


1)Monter que (E:+) est un groupe commutatif 


2)Monter que E est une partie stable de 
(m:(R):») 

8)soit / l'application qui associe à chaque 
matrice M,,,,de E-{0,} le nombre complexe : 
a+ibVide C 

a) Monter que f est un morphisme bijectif de 
(E-{0,}, x) dans (C':x) 

bjen déduire la structure de (E-{0,}, x) 

4) Monter que(E;+;x)est un corps 

Solution 


fon a: M, eE donc: E+Ø 


Eton a Ec(M,(R):x) 


soit Mpy €E et Mya €E 
Donc : m, H Pemadi 2) 
wla a) tMg 
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aqe -2(b-d)) 


b-d a-e ) 


Et puisque : (a:b;c:d)e R* alors : a-ceRet 


donc: Mp -Myn EE 


b-deR 1 


Donc :(£:+) est un un sous-groupe de (M; ( 


donc (E:+) est un groupe commutatif 


2) MoM 


Et puisque : (a;b;c;d)eR* alors : ac-2hd eRet 


ad+beeR donc: Mpp” Myu € E 


) 


E est une partie stable de (M, (R); 


3)soient: Ms Eet Myou €E 


lasy 


FM xM, 


ten) = F (Mu sus) 


= ac—2bd +i(ad +bc) N? 
F (Mun )* f (Mien) = (a +ib 


=ac-2bd +i(ad+be) NT = f (M, 


J3)(e+i4 v3) 
mu) 


f(x) 
F est un morphisme de (E-{0,}, x) dans (C'x) 
Soit x+iy eC" avec (x: y) ER? 


On cherche M, € E tel que : f (M, )=x+iv 


aw) 


F(Mun) rty Sariy 


Dr -| (a;b) e R? Existe et il 


est unique 


donc : f est un morphisme bijectif de 


(E-{0,}, x) dans 


b)(E-{0;}, x) et (C';x) sont isomorphes 

et (Lx) un groupe commutatif donc aussi 
eton a(£-{0.}. x) un groupe commutatif 
4)La multiplication est distributive par rapport à 
l'addition dans M, (R) et E est une partie stable 
de (M, (R):x)donc La multiplication est 


distributive par rapport à l'addition dans E 
Donc on a 


(E:+) est un groupe commutatif et 
(E-{0,}, x) un groupe commutatif 


La multiplication est distributive par rapport à 
l'addition dans E 
Conclusion 


(E#x) est un corps 

Exercice 9: Soit (K;+:x)un corps. 

On note :0, l'élément neutre de (K;+) et 1, 
l'élément neutre de (K:x) et on suppose qu'il 


existe un homomorphisme f bijectif de(K:+) 


vers (K-{0, 


1)on suppose que 1, +l; = 


montrer que : /(K)={1,} 
2) on suppose que : 1, +1, #0, et on pose 
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a=f°(ly) et #=f"(-1) 
a) montrer que : a +a=B+8 


b) en déduire que a =£ 
3) en déduire qu'il n'existe pas 


d'homomorphisme f bijectif de (K:+) vers 


Solution : 1) Jon suppose que 1y +ly 


soit xeK on a donc: xx(ly +)=xx0; 
donc: xxl, +xxl, =xx0, 
donc: x+x=0, donc: f{x+x)=f(0,) 


puisque f homomorphisme bijectif de(K:+) vers 


on a donc : F{x}x f(x) 


donc: (f(x)} =l; donc: (f(x)-1)(f(x)+1) 


donc: f(x)= 


=1, 


où f(x)= car 


donc: VxeK f(x)=14 donc : f(K)={l:} 


2jajona:1,+1, #0, eta=f'{l,) et #=f"(-1) 


et f(8+8)-(/(8)) 
donc : f(a+a)=f(8+8) 
donc: a+u=f+ff carf bijectif 


bjon a: a+a=f+B&(a-p)+(a-f 


a+a=p+po(a-B}x(l +lx)=0x 


a+a=f+B&a-f=0, oul, +1, =0, 


a+a=p+Baa-p=0, car ly +1, #0, 


a+a=p+poa=p 
3) s'il existe un homomorphisme f bijectif de 
(K:+) vers (&-{0,}:*x) on alors deux cas : 


cas : , d'après 1) on a 


Wek f(a)=ly © Yre K; f (a) 


Puisque f bijectif: YxeK x=0, 


Cad K={0,} etdonc: K-{0,}=Ø 
contradiction 


2cas : Iy +1, #0, d'après 2) et on posons 


a= f° (ix) et = f° (-lx)on trouve : a= 8 


Cad f'(-L ' (1y) et Puisque f` bijectif 


Alors : -1, =1, cad 1, +1, =0, contradiction 


Avec le fait que 1 +1, #0, 
Donc : qu'il n'existe pas d'homomorphisme f 


bijectif de (K:+) vers (K-{0,}:x) 

Exercice10 : 

1) On munit de la loi de composition interne. 
définie par :x* y = x +(x-1)(32-1);V(x y) R? 
Montrer que + est commutative, non associative, 


et que 1 est élément neutre. 


2)On munit R” de la loi de+ composition interne 


JR v(xy)eRt 
Montrer que + est commutative, associative, et 
que 0 est élément neutre. Montrer que aucun 
élément de n'a de symétrique pour + 

3)On munit R de la loi de composition interne + 


définie par 


définie par: x+y = {7 Fy v(xy)eR* 
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Montrer que l'application : x-> x est un 


isomorphisme de (R:*)vers (R:+)En déduire que 


2:*) est un groupe commutatif 


Solution :1) x+ y = xy+(x7-1)(32-1)) 


= (2 -1)(-1) 
La loi est commutative 
Pour montrer que la loi n'est pas associative, il 


suffit de trouver x; y; z € R et tels que : 


xs(y*z)#(x*y)*z 


1 sera l'élément neutre il ne faut pas prendre 1 


dans x; y; z et. 


Prenons, par exemple : x = 0; y 


e(z 


=0+(2+3)-0+(2x3+(2-1)(#-1)) 


899 


=0+30=0x30+(0-1)(30-1 


(x*y)*z=(0*2)*3=0+2+(P-1)(2-1)*3 
=-3+3=0+2+((-3)2-1)(3-1)=-9+8=55 
La loi n'est pas associative 
I+x=lx+(1?-1)(2-1)= x 


De plus, comme la loi est commutative 
xsl=l*x 


On abienx*1=1*x= x, 1 est l'élément neutre. 


ape AR TE eve 


La loi est commutative. 
(FF) 
CNE ere] 


En reprenant le calcul ci-dessus en changeant 
en (x y:z)en(y:zix) (y*z) x= PRET 


Comme + est commutative 


(esy) 


Ni 


Gez)s 


x(y+2)Et finalement 


«(vez 


La loi est associative 
Remarque : On aurait pu calculer directement 


x*(y*z) 
O*x= PTE =h] car x20 
Comme + est commutative : 0*x=x+0=x 


0 est l'élément neutre. 


Supposons x qu'admette un symétrique y 


7-0 Se r+y-0ex+y=0 


Or x>0 et y> 0 donc : x+ y=0est impossible, 


pour tout x>0 x n'a pas de symétrique. 


* ET p'(x)>0 pour tout 


3) On pose p(x)=. 
x#0etest nul en 0 , p est une fonction 


strictement croissante R de sur R , pest une 


bijection de R sur R . II reste à montrer qu'il 
s'agit d'un morphisme. 


CORNE EHESS) 


pest un morphisme de( R ;+) 


+= (+0) 
dans ( R ;+)et 
donc un isomorphisme de( R ;*) dans ( R ;+) 


(puisque pest bijective). 


pest un isomorphisme de( R ;+) dans( R ;+) 


donc un morphisme, ( R ;+) est un groupe 
commutatif 

et l'image d'un groupe commutatif par un 
morphisme de groupe est un groupe: 

(R ;+ Jest un groupe. 

Exercice : on considére l'ensemble des 
matrices suivante : 


f fi 
CONTRER 


b), 
Ai ra +b 
Slo a 
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er(a;b)e R 


1)Monter que : G+Ø 


Ce 


o) 
VeeR 


2)Monter que : G El 


8)Monter que G est une partie stable de 
(m, (R)x) 

4) est ce que G est une partie stable de 
(Re) ? 


(cos sin) 
(ne 


calculer M” (8) Yn e N' 


5)on pose 


M (6) 


| 
coso ) 


ou: M* (0) =M (0)xM (0)x.x M (8) 


6) soit f l'application de R dansG tel que : 


F(0O)=M(0) 


a) Monter que f est un morphisme surjectif de 


) 


b)en déduire la structure de (G:x) 


2:+) dans(G; 


7) soit l'ensemble : U ={ 


a) Monter que : U ={e"/0 ER} 


b)Monter que (U:x)est un groupe commutatif 


Solut 


n : 1)ona : M 


donc: G+Ø 
2) 


0 -sino 
M) 


(sing 


(et 


-sing ) 


sin, 


Deux éléments de G 


ad 


_ffcos@ cos@, -sin@ sin@, cos) sin 


cos, sind, ] 


(sing, 


cosð, 


in cos 


T (sing cosð, +cossinð, sin @ sin@, -cos cos, | 


Mix 


[cos(0,+0,) -sin(g +8) 
(anlaa (+0) ) 


Donc : M, xM, €G 


Donc Gest une partie stable de (M 


sjona; 
Deux éléments de G 


0) (1 
+ 
Co 


1 
Et 
puisque (1 


Car 0 +0 


#1 


Donc G n'est pas une partie stable de (M,(R):+) 


5)on pose : M (6) Ce es) 


sind cos 


Calculons : M° (6) 


Menton ue) 


Montrons que : 


(Se 


par récurrence sur N° 


° (6 


M (n0) 


ajona "of 


me eue] "0 
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la ppté est vraie pour n=1 
bjon suppose que : 


m°(0)-[ 


cosnð -sin n6” 


M (n6) 
sinnô io (a) 
c) montrons que 


Jaeno ? 


cos(n+1)0 
sin(n+1)n9  cos(n+1)0 


who- =sin(n+1)9 


cosnð -sinn [cos sind 
{ (no ce) 


DATON 


sinn cosnð | sind 


cos(n06) ET) 


sin(n9+8) _ cos(n0+0) 


Donc : ne IN" M" (0)=M (n8) 
6)a)Soit (8;0,) e R? 


Ona: f(8+8:)=M(4 +0. 


M(a)xM(8) 
donc : f (8 +8,)= f (0,)x f (8) 


donc : f est un morphisme del 


i+) dans(G:x) 
etona: YMeG 30€R / f(8)=M(8) 

donc f est un morphisme surjectif de(R;+) dans 
(Gx) 


6)b)puisque f est un morphisme surjectif de 


(R:+) dans(G:x) on a f (G)=Reton a aussi 
(R:+)est un groupe commutatif alors aussi 
(G:x) est un groupe commutatit 

7) a)Montrons que : U = fe” /0 ER} ? 


Soit ze alors z=a+ib avec (a:b) e R? 


zeu [41e utib 


zeU a+ 


<> 30eR/a=cos0et b=sin et z=a+ib 
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zeU 306R::=cos0+isin0 =e” 


Donc: U =fe”/90 eR} 
b)Montrons que (U:x}est un sous-groupe de 


ona U cC et U +Øcar leU 


Soient z eU et 


EU montrons que 


r'eu? 


aeu SIER: ze” 


zeU 30,€R 


Ona ra C ai l aiaa 


Avec 0,—0, €R donc : 
Donc : (U;x) est un un sous-groupe de (C':x) 
Et puisque (C':x) est commutatif 


Alors : (U:x) est un groupe commutatit 


Et puisque : (a;b;c:d)e R? alors : ac-2hd eRet 


ad+beeR donc: Mis *M{uy € E 


a 
E est une partie stable de (M, (R):x) 


3)soient: M, € Eet M, €E 


las) 


F (Mum Me) (Mu sn) 
= ac-2bd +i(ad +bc) J? 


un) S (Min) = (ab )(c via) 


Prot ATMANI NAJIB 


=ac—2bd +i(ad + be) NZ = f (Muo su) 


=f (MnM, 


f est un morphisme de ( E-{0,}, x) dans |! 


Soit x+iy eC avec (x: y)e R 


On cherche M, € E tel que : f (M, )=x+iy 


M )=xti ati x+is 

el a;b) € R? Existe et il 
fz (ah 

est unique 


donc : f est un morphisme bijectif de 


) 


x) sont isomorphes 


(E-{0,}, x) dans (C'; 


b)(E-{0,}, x) et (C' 


et (C":x) un groupe commutatif donc aussi 


eton a (E-{0,}, x) un groupe commutatif 
4)La multiplication est distributive par rapport à 


l'addition dans M, (R) et E estune partie stable 


de (M, (R):x)donc La multiplication est 


distributive par rapport à l'addition dans E 
Doncona 


(E:+) est un groupe commutati et 


(E-{0,}, 


x) un groupe commutatif 


La multiplication est distributive par rapport à 
l'addition dans E 


Conclusion : (E;+;x)est un corps 
Exercice 12: Soit (A:+;x)un anneau. 


Et 1, est l'élément neutre de (A:x) 


soient : ae À et be A tels que 


b) «2h + ba? = a 
t)montrer que : 42h = ba? 
2)montrer que : aba + aba =a 
8)en déduire que : ab = ba 
Solution : tjon a : a?b+ba? = a 


donc :a2b+ ba? = al 


donc :42b + ba? 


a(ab+ba) 
donc : 42h + ba? = a?b+ aba 


donc :ba? = aba (1) 


a?b+ba?=a 


etona a 


donc : a?b+ ba? =(ab+ba)a 
donc : ab + ba? = aba + ba? 


donc : 4?b = aba(2) 


de (1)et (2) en déduit que :42b = ba? 


2)d'après ce qui précéde on a 
ba? = aba et &?b = aba 
Donc : aba + aba = «2h + ba? et d'après b) on a 


aba +aba =a 


3) on a : (ab)(ab) = abab = (aba)b = (ba?)b 
(ba)(ba) = baba = b(aba) = b(a?b) 
(Car : aba = ab) 


Etona : (ab)(ab)=(1,-ba)(1,-ba) 


(ab)(ab)=1, -ba -ba +(ba)(ba) 
Donc : ba?b =1, —ba -ba + ba?b 


Car : (ab)(ab) = (ba)(ba) = ba?b 


Alors : ab 


Exercice13: Soit (K:+:x)un corps. 


On note : 1, l'élément neutre de ( 


Prot ATMANI NAJIB 


Soient x et y deux éléments de K -{0;} 


Qui vérifient les conditions suivantes 


ajx+ y 
avec : x! le symétrique de x pour la loi x 


montrer que : xy = 


2)montrer que : x* + y 


Avec: 7 +1 


Solut 


n : 1) Soient x et y deux éléments de 


K-{0,} ona: xy = x(x + y™)y 


Donc 


Donc : 


Donc : 


Donc : 


Donc 


« C'est en forgeant que l'on devient forgeron » 
Dit un proverbe. 
C'est en s'entrainant régulièrement aux calculs et 
exercices Que l'on devient un mathématicien 


